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RÉSUMÉ : Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres k. On donne dans le présent texte 
différentes formules de décomposition de la hauteur de Néron- Tate des points ^-rationnels de A. On en 
déduit une formule de décomposition de la hauteur de Faltings de la variété A. On obtient aussi une 
décomposition de l' auto-intersection du dualisant relatif (wc.wc) dans le cas où A est la jacobienne 
d'une courbe C . 

Abstract : Let A be an abelian variety defined over a number field k. We provide in this paper 
différent décomposition formulas for the Néron- Tate height of fc-rational points on A. We deduce a 
décomposition of the Faltings height of the variety A itself. We also produce a local décomposition of 
the self-intersection of the relative dualizing sheaf (ujc-^c) when A is the jacobian of a curve C. 



' ■^ . Keywords : Heights, Abelian varieties, Torsion points, Rational points. 

Mathematics Subject Classification : 11G50, 14G40, 14G05, 11G30, 11G10. 

1 Introduction 

■ Nous montrons dans ce travail comment sur une variété abélienne A, à partir de deux 

décompositions de la hauteur de Néron- Tate d'un point rationnel, on peut déduire une dé- 
composition en composantes locales de la hauteur de Faltings de A. Obtenir une telle décom- 
position peut permettre, par exemple, de mener des calculs explicites place par place pour 
estimer la hauteur d'une variété abélienne donnée. Cela a des applications, par exemple dans 
le procédé de saturation du groupe de Mordell-Weil, où il est nécessaire d'estimer la différence 
entre hauteur canonique et hauteur naïve d'un point rationnel. On sait depuis Manin-Zarhin 
[MaZa72j pour les points et David-Philippon [DaPh02j pour les sous-variétés que la valeur 
^ \ absolue de cette différence est majorée par la hauteur de la variété abélienne ambiante, à une 

constante explicite près. On trouve dans la proposition 14.41 une égalité permettant d'affirmer, 
avec le Théorème 11. 1| qu'on peut estimer cette différence en menant des calculs locaux. Notons 
que les travaux cités plus haut utilisent la hauteur thêta de la variété, on peut se ramener à 
la hauteur de Faltings via |Pazl2] , 

Une décomposition en termes locaux de la hauteur de Faltings a été calculée avec succès 
par Autissier dans [Aut06j, via une formule reliant la hauteur de Faltings de A et la hauteur 
d'un diviseur O ample et symétrique sur A, dans le cas où (A, O) est une variété abélienne 
principalement polarisée et potentiellement à bonne réduction partout. On trouvera aussi des 
calculs précis concernant l'auto-intersection du faisceau dualisant relatif, notée (oj.cu), dans le 
cadre des jacobiennes de courbes hyperelliptiques dans les travaux de R. de Jong [dcJo07j. 

La stratégie peut a priori être appliquée à d'autres situations. Supposons qu'on cherche 
à décomposer en composantes locales une quantité arithmétique Q. Si on arrive à voir cette 
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quantité Q comme différence de deux décompositions en hauteurs locales de la hauteur de 
Néron- Tate d'un point sur une variété abélienne, alors on récupère une écriture de Q décom- 
posée en termes locaux, dont on s'assurera par la suite qu'elle ne dépend pas du choix du 
point P. L'étude de Q est alors ramenée à la comparaison des deux normalisations choisies 
pour décomposer la hauteur canonique en hauteurs locales, voir le Théorème 12,11 

Soit k un corps de nombres de degré d sur Q. Dans tout le texte on note l'ensemble 
de ses places, M£° l'ensemble de ses places archimédiennes deux à deux non-équivalentes et 
M® l'ensemble de ses places finies. Pour toute place v de k on note k v le complété de k pour 
la valuation |.|„ associée où on normalise \p\ v = p" 1 pour toute place finie v au-dessus d'un 
nombre premier p. Pour tout vecteur x = (xi, ...,x n ) de /c™ on normalise 

/ n \ si*»*] 

( l Xi l 2 ) s * v es ^ arcn i m édienne, 

max { | \ v } ^ kv '® p * sinon. 

l<i<n 

Dans toute la suite, (A, L) est une variété abélienne définie sur un corps de nombres k, 
principalement polarisée, semi-stable. On note g sa dimension et d le degré du corps k. Le 
fibré L est ample et symétrique et on suppose que les points de 16-torsion sont rationnels sur 
k. On réunit ainsi les conditions d'existence d'un MB-modèle de niveau r = 4, qui est le bon 
cadre pour obtenir nos énoncés. On pourra donc utiliser des résultats de |IPazl2] démontrés 
sous ces conditions, avec dans la notation de loc. cit., r = 4. Plus précisément on montre le 
théorème suivant : 

Théorème 1.1. Soit k un corps de nombres de degré d. Soit (A,L) une variété abélienne 
principalement polarisée de dimension g, définie sur k et semi-stable, munie d'un fibré L 
ample et symétrique. Soit T> un diviseur associé à L® 16 . On suppose que toute la 16-torsion 
est rationnelle sur k. On peut alors construire des éléments a v (A,T>) tels que la hauteur de 
Faltings hp(A) (normalisée par \2.ÎA C) s'exprime comme : 

h F (A) = ~ d Yl a v(A,V), 

v€M k 

où les termes locaux vérifient les propriétés suivantes : 

1. On peut calculer pour tout point k-rationnel P de A, a v (A,D) = 2(/3^®i6 V (P) — Hv,v(P)) 
avec les formules données en \3.^â et On peut en fait, mutatis mutandis, mener le 
calcul pour un point P algébrique. 

2. Pour v une place archimédienne on a l'asymptotique a v (A, D) — > +oo lorsque (A, L) tend 
vers l'infini dans l'espace de modules des variétés abéliennes principalement polarisées. 

3. Il n'y a qu'un nombre fini de places pour lequelles a v (A,D) ^ 0. 

4- On note le plongement associée au fibré et ©^(O) -1 le point projectif constitué des 
inverses des coordonnées non nulles du point ©ig(0). La somme des contributions aux 
places finies est encadrée par 

-^log2-^ logHOie^)- 1 !!, < ^ a v {A,V) < dl6»log4f+^log2+ £ log ||0 16 (O)|| 

v finie v finie v finie 
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5. Les composantes locales sont calculées à partir du plongement thêta comme dans le résul- 
tat d'Autissier \Aut06j , à ceci près qu'il obtient h(Q), la hauteur canonique du diviseur 
thêta, là où on utilise h(@iQ(0)). 

6. On à l'inégalité a v (A,T>) > 0, indépendante de la normalisation de hp(A). 

veM k 

Si on choisit un point /c-rationnel P, on peut alors calculer les termes locaux a v (A,D) = 
2(/3^®i6 V (P) — fJ,x>,v(P)), °ù les quantités /3^®i6 V (P) proviennent d'un calcul d'intersection sur 
le modèle de Néron de A sur Spec(Ofc), voir en 14.31 Les éléments nx>,v{P) sont donnés par un 
calcul de série sur des points de l'espace projectif dans lequel on plonge A via le fibré L® 16 , voir 
en 13.21 Par un argument portant sur la construction des métriques, on montre aussi que les 
termes locaux sont indépendants du choix de P. De plus, si on normalise la hauteur de Faltings 

en divisant par (2-7r) 9 en lieu et place de (27r) 29 , on trouve alors hptA) = — > a v (A,T>) — 

d 

veM k 

^log(2-7r), avec ce célèbre terme parasite. Voir la Remarque 12.31 pour une discussion sur ce 
point. 

On trouve dans [Bo96] ou |Aut06| (voir aussi l'annexe de [GaRéll]), avec la normalisation 
(2tt) 9 aux places archimédiennes, la minoration hp(A) > — |log(27r), ce qui implique donc 
lorsque la normalisation est faite avec (2vr) 2!? l'inégalité h F (A) > 0, et ainsi quelle que soit la 
normalisation de la hauteur, 

a v (A,V) > 0. 

v€M k 

On a choisi de composer avec les coordonnées de Mumford modifiées introduites dans 
l'article [DaPh02j, système de coordonnées inspiré des travaux de [Mum66j. 

On donne une autre décomposition explicite de la hauteur de Faltings pour les jacobiennes 
de courbes hyperelliptiques de genre g. Ce cas particulier permet de faire un calcul direct, 
facilité par un choix de section très agréable basé sur l'existence d'un discriminant de la 
courbe avec de bonnes propriétés. C'est la généralisation de la formule de K. Ueno de l'article 
|Uen88| . établie ici grâce à l'utilisation des articles de P. Lockhart |Loc94| . I. Kausz |Kau99| 
et R. de Jong |deJo07| : 

Théorème 1.2. Soient k un corps de nombres et C/k une courbe hyperelliptique définie sur 
k, semi-stable et de genre g. On note Je sa jacobienne. On pose r = (J^). La hauteur de 
Faltings de Je est donnée par la formule : 



h?{Jc) = - d [ £ /t,logN ft/Q («)- Y, log(2- 4(92+9) |^)|^det(Imr, ) )^ 

V|A mjn 

où il existe des entiers e v tel que (8g + 4)./„ = <7.ord„(A m j n ) — e v , la matrice t v désigne 
une matrice de périodes, A m j n le discriminant minimal de C et (p est un produit explicite de 
constantes thêta. Par ailleurs on sait que f v > pour tout v. 

On montre que pour une jacobienne de courbe hyperelliptique ces décompositions sont les 
mêmes au moins pour g = 1 et donne la même expression que dans l'article de Silverman de 
|CoSi86] . Plus généralement, dès qu'on dispose d'une expression explicite des formes définissant 
projectivement la multiplication par [2] sur A, on peut mener le calcul. On montre comme 
corollaire du Théorème 11.11 et de la Proposition 14.41 : 
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Corollaire 1.3. Soit (A,L) une variété abélienne principalement polarisée de dimension g, 
définie sur un corps de nombres k de degré d, semi-stable et munie d'un fibré L ample et 
symétrique. Quitte à augmenter k, on peut supposer que les points de N -torsion sont rationnels 
sur k. Alors les contributions locales de hauteur de Faltings de A et la hauteur canonique d'un 
point P E A(k) s'expriment comme : 

QeA[N] 

et 

veM k 

où /3^®i6 jt; est défini dans la notation \4.3[ 

On pourra aussi utiliser ce corollaire en passant à la limite quand N tend vers +oo. Les 
calculs locaux archimédiens peuvent être menés avec une méthode similaire à celle de Gaudron 
et Rémond dans l'appendice de [GaRéllJ. 

Un autre corollaire du Théorème 11,11 dans le cas où A est une jacobienne de courbe (pas 
forcément hyperelliptique) est, via la formule de Noether donnée en |MB89| . une décomposition 
du (oj.ui) en termes locaux. Il prend la forme suivante : 

Corollaire 1.4. Soit C une courbe de genre g > 1, semi-stable sur un corps de nombres k. 
Soit p : C —s- Spec(Ofc) son modèle minimal. On note Jq la jacobienne de C et un diviseur 
thêta. On note ôb(C) le nombre de points singuliers de la fibre Cb pour b point fermé. Pour 
un plongement a : k M- C, on note ô a (C a ) l'invariant de Faltings de la courbe complexe 
associée. On pose ui = u c / 0k , on note (uj.lo) l'auto-intersection d'Arakelov de cj. Alors on a la 
décomposition 

(u.u) = 12 a v (A,S)-J2 ô b(C)logN(b)- £ ô a (C) - 2 5 dlog(2vr 4 ), 

vGM k b fini a-.k^-C 

où le terme constant tient compte des différences de normalisations des métriques hermitiennes 
( voir la Remarque \2.3\ à ce sujet et fFâ84l pour l'invariant 5). 
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2 Hauteurs globales, hauteurs locales 

Une hauteur de Weil /ia,x> associée à un diviseur T> sur une variété abélienne A/k est par 
définition une somme indexée par les places de k de fonctions Xv,v à valeurs réelles (définies 
hors du diviseur T>). C'est une fonction vérifiant la relation suivante (issue du théorème du 



- Td J2a v (A,V) 

v&M k 
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cube) : il existe une constante c telle que pour tous points P,Q,R G A(k), et en notant 
temporairement h = Jia,v '■ 



h(P + Q + R)- h(P + Q) - h(Q + R) — h(R + P) + h(P) + h(Q) + h(R) 



< c. 



Si on suppose de plus que le diviseur T> est symétrique on obtient (en prenant R = —Q) 
une relation de quasi-parallélogramme : 



h(P + Q) + h(P - Q) - 2h(P) - 2h(Q) 



< c. 



Le passage à la limite effectué pour définir la hauteur de Néron- Tate permet d'obtenir 
c = 0. Cette construction offre donc l'avantage suivant : la hauteur de Néron- Tate devient une 
forme quadratique, dont le cône isotrope est le sous-groupe de torsion de la variété abélienne. 
Le théorème suivant de Néron offre la possibilité de décomposer cette hauteur canonique aussi 
(voir |HiSi00| page 242) : 

Théorème 2.1. (Néron) Soit A/k une variété abélienne définie sur un corps de nombres k. 
Soit Mfc l'ensemble des places de k. Pour tout diviseur T> sur A on note Ad = yl\supp("D). 
Alors pour toute place v G il existe une fonction hauteur locale, unique à une fonction 
constante près : 

\v,v : A v {k v ) — > R, 

appelée hauteur locale canonique, dépendant du choix de T> et vérifiant les propriétés sui- 
vantes, avec ^Yîjj des constantes dépendant de v '. 

1- ^T>,v — Ap.u est une fonction bornée. 

3. SiV = div(/), alors Xr> tV = v o f + ^2,v, où v{.) = — log |.|„. 

4- Si $ : B —7- A est un morphisme de variétés abéliennes alors oh a la relation à$*t^ v — 
Xt> jV o $ +7 3) „. 

5. Soit Q G A(k) et soit tç : A — )• A la translation par Q. Alors on a la relation : \t* v v = 

^V,v °tQ + 74,u- 

6. Soit hA,v l a hauteur globale canonique de A associée àT>. Il existe une constante c telle 
que, pour tout P G Ax>(k) : 

h A M p ) = XvAP) + c. 

v<=M k 

7. Si T> vérifie [2]*T> = AT> + div(/) pour f une fonction rationnelle sur A et si l'on fixe 
les constantes de telle sorte que, pour tout P G Ad avec [2]P G Ad, on ait la relation 
X v ,v([2]P) = 4Ad,„(P) + v{f (P)), alors pour tout P G Ad : 



d 

veM k 



(Notons que f est unique à multiplication par une constante a £ k* près. Notons aussi 
que la multiplication par [2] permet de fixer la constante c = dans l'item précédent.) 
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Espace de Siegel et fonctions thêta 

Soit v une place archimédienne. On notera G g l'espace de Siegel associé aux variétés 
abéliennes sur k v principalement polarisées de dimension g et munies d'une base symplectique 
(on pourra consulter [BiLa04j page 213). C'est l'ensemble des matrices r = r v de taille g x g 
symétriques à coefficients complexes et vérifiant la condition Imr > (i.e. définie positive). 
Cet espace est muni d'une action transitive du groupe symplectique T = Sp(2g, R) donnée 
par : 

•r = (At + B)(Ct + D)- 1 . 

On considère alors F g un domaine fondamental pour l'action du sous-groupe Sp(2g,Z). 
On peut choisir F g de telle sorte qu'une matrice r de ce domaine vérifie en particulier les 
conditions suivantes (voir |Fre83| page 34) : 

• SI : Pour tout a G Sp 29 (Z) on a : det(Im(o".r)) < det(Im(r)). On dira que Imr est 
maximale pour l'action de Sp 29 (Z). 

• S2 : Si Re(r) = (ajj) alors \a^j\ < ^. 

• S3 : Si Im(r) = (b{j) alors pour tout l G {l,...,g} et tout £ = ((i,---,Cg) £ tel ÇL ue 
pgcd(Ci, ■~,Cg) = 1 on a '(^lm(r)C > h,i- De pl us pour tout i G {1, ...,#} on a bi^ + \ > 0. 

Ces conditions impliquent b g ^ g > ... > b% i > v3/2 et 6^/2 > On définit alors pour 

z G C 9 et r G 6 9 les séries thêta avec caractéristiques a, 6 G M 9 : 

^ r ^ _ 'y ^ e iTT t (n+a)r(n+a)+2iw t (n+a)(z+b) 

ne» 



A B 
C D 



Hauteur de Faltings 

Soient k un corps de nombres de degré d et S = Spec(Ofc) le spectre de son anneau 
d'entiers. Un fibré vectoriel métrisé de rang r sur S est un O^-module projectif C de rang r 
muni d'une collection {H-H^lueM^ telle que ||.||^ soit une norme hermitienne sur le ^-espace 
vectoriel C®o k k v , vérifiant \\x\\ v = \ \x\\v pour tout plongement v : k M- C. 

Le degré d'Arakelov d'un fibré en droites métrisé (£, \ \.\\ v ) sur S est défini, en prenant un 
élément non nul s G C : 

deg(£) = logCard (c/sO^j - ^ log||s||„. 

Ce degré ne dépend pas du choix de s non nul (application de la formule du produit). 

Soit alors A/k une variété abélienne de dimension g > 1. Soient A — > S son modèle de 
Néron, e : S — > A sa section neutre et Q^ig le faisceau des g-formes différentielles, qui 
est localement libre de rang 1. On pose ujj^js = e *{^\/s) ^ c ' es t un fibré en droites sur 
S = Spec(Ofc) qu'on peut identifier au module de ses sections globales. On munit ce fibré 
des métriques suivantes : 

i g2 f 

Va G io^/s ®„ C, \\a\\ v = ^ a A a, (1) 

où on a identifié a à une section globale de ^\j s - On notera qu'on a choisi ici d'élever à 
la puissance 2g, voir la discussion plus bas. On définit alors : 
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Définition 2.2. Soit A/k une variété abélienne semi-stable définie sur un corps de nombres 
k. On appelle hauteur de Faltings la quantité : 

2 

Remarque 2.3. Un point sur la normalisation des métriques lier mit iennes. La puissance i 9 
est en fait i 9 {—l) S ~ R 2 , le terme — 1 provient du caractère alterné du produit extérieur. Il y a 
ensuite (au moins) quatre normalisations intéressantes pour le dénominateur. 

A. 2 g : cela permet de simplifier le facteur 2 dans la seconde identité de Riemann pour 
les matrices de périodes. 

B. (2tt) 9 : correspond au passage dd c = ^dd dans les calculs de courants sur les places 
archimédiennes. 

C. (2ir) 29 : assure que la hauteur de Faltings est toujours positive, d'après une inégalité 
de Bost. 

2g_ 

D. (2vr) 3 : supprime le terme parasite dans la formule de Noether, si on garde la norma- 
lisation traditionnelle du 5 de Faltings. 

Dans ce travail, nous avons opté pour le choix C. 

Remarque 2.4. On donne ici des exemples de calculs de la hauteur de Faltings avec la 
normalisation des métriques faite ici : 

1. (D'après Bost, Mestre, Moret-Bailly [BoMeMo90] page 93) On observe la courbe C de 
genre 2 donnée par l'équation affine y 2 + y = x 5 sur un corps de nombres sur laquelle 
elle est semi-stable, alors 

M*)-s**-§^r(i)V(§)'r(§)rG 

donc de valeur approchée hp(Jc) = 0,38537... 

2. (D'après Chowla-Selberg, voir Deligne \De l85l page 29) Si E est une courbe elliptique 
semi-stable sur un corps de nombres et à multiplication complexe par l'anneau des entiers 
de Q(\/—D) où —D est le discriminant, on note e le caractère quadratique de Dirichlet, 
w le nombre d'unités et h le nombre de classes, alors 



0<a<D 



Il r(- 



en particulier si D = 3 on trouve la valeur approchée hp(Ë) = 0, 16993... 



3 Normalisation par sommes télescopiques 

On souhaite étudier les variétés abéliennes A définies sur un corps de nombres k et munies 
d'un diviseur associé à une polarisation principale. On rappelle que l'on note g = dim(A) 
et d = [k : Q]. On travaillera avec D = 160 pour pouvoir utiliser les coordonnées de Mumford 
modifiées comme dans l'article [DaPh02j page 646-652. On construit ces coordonnées grâce 
à l'action du groupe de r-torsion de A(Q) sur O, et ici r = 4. On paramètre les coordonnées 
des points projectifs grâce à une collection de couples de caractéristiques (a, l) avec a G Zi 
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et l G K(4), où Z2 et K{A) sont deux groupes isomorphes à (Z/4Z) 5 (voir page 651 de loc. 
cit.). On note L le fibré associé à 0, on travaille donc avec T = L® 16 . Nous voulons fixer une 
décomposition de la hauteur de Néron- Tate, on a tout d'abord le plongement : 



P\ > (... : A^(P) : -) aeZ2ile gfô- 

On fera parfois dans la suite l'abus de notation P = ©ig(P) = (xq(P) : ... : xies— î(-P)) 
pour simplifier. Rappelons qu'il existe, par le lemme 3.5 page 654 de [DaPh02j, un couple 

(&o,fco) assoc ié à (oo,Zo) et tel que A, bQ fco )(Oj / 0. Ce couple (bo,ko) est fixé une fois pour- 
toutes comme étant celui correspondant à xq. Pour normaliser les coordonnées du point P, 
on choisira donc de diviser par cette coordonnée xq (lorsque le quotient est défini). On fixera 
ainsi le support du diviseur associé au plongement : 



V = {xq = 
Pour tout couple (a,l) G Z2xK(4), on pose : 

0(a,l)= ^ / (2) 

Soit (a,/) G Z2~xK(4). Fixons un élément (b, k) G Z2~xK(A) tel que b = a (mod 2K2) et 
k = l.K 2 pour un certain k G if (4) tel que 6(b, k) 7^ 0. Comme dit plus haut, l'existence d'un 
tel (b, k) est assurée par le lemme 3.5 page 654 de [D aPh02| . 

Définition 3.1. On notera G = {G^ a ^), ^ xKU) ^ e s V s ^ me ^ e f ormes représentant la 
multiplication par [2] sur A (introduit dans \DaPh02] page 665 et page 666) donné par : 

V ' ; deiiC(4)/JC(2) V 7 

Soit u une place de k. Posons N = 16 9 — 1. La hauteur locale naïve associée à v d'un point 
fc-rationnel P hors du support de T> est alors : 

wp) = 1oe | (1 ,...,^Q) 

Proposition-Définition 3.2. On définit à présent le quotient : 

(G (P),...,G N (P))\\ V 



E L <sisJP) 



\\(x (P),...,x N (P))\\i 



qui est une quantité bien définie partout sur A et strictement positive. Si on note ©i6(0) 1 le 
point projectif composé des inverses des coordonnées non nulles de @ie(0), on a l'encadrement : 



|2|gexp(-<Uog4»-31og||ei 6 (0)|U <E L ^JP) < 



1 


9 ( 


2 


exp 1 

V 



)-%), 
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où ô v = 1 si v est archimédienne et est nul par ailleurs. On construit alors la série suivante, 
dont la convergence est assurée par la borne uniforme précédente : 



+00 j 



(3) 



n=0 



Démonstration. Il suffit de se reporter au lemme 3.11 page 666 de [DaPh02j. On remarque 
de plus que pour tout indice i la forme Gj(.), est homogène de degré 4, donc le quotient 
El® 16 v(P) ne dépend pas de la normalisation du point P. 

□ 

Proposition 3.3. Soit A/k une variété abélienne sur un corps de nombres k. Soit Ka^v la- 
hauteur de Néron-Tate associée au diviseur T>. Pour un point k-rationnel P, notons Om\{P) 
l'orbite de P sous l'action du morphisme de multiplication par 2 sur A. Alors pour tout P tel 
que 0[2]{P) H \T>\ = on a la décomposition : 



h A ,v(P) = JE ^v,v(P) 



veM k 



ou : 



\v,v(P) = ^V,v(P) + W,v{P)- 



Démonstration. Prenons, quitte à faire une extension de corps, un point P S A-p tel que 
[2}P G At>. Écrivons : 



\v, v {[2]P) - A\ V , V {P) 



log 



Xi([2]P) 



^o([2]P) 

Xi(P) 



xo(P) 



+00 J 



n=0 



|G.([2" +1 ]P)lk. 

Wx^+^pm 



J|G,([2"]P)||, 

g ||^([2^]P)||4 



n=0 



Alors la série étant télescopique : 



A 2 ,,„([2]P)-4A Î?) „(P) 



log 



|G i (PjyM[2jPj i , 
||x î ([2]P)||„||x (P)||4 



log 



1 \ X, 



dp)' 



lo g|l G o(^y)ll^ 



\xmP)\\v/\\xo{[2]P)\l 
v(f(P)), 



avec div(/) = [2}*V - AV. Posons S(P) = - ^ Xv,v(P), on a alors : 
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s(p) = (>&A p ) + w>A p j) = h A M p ) + \ E 



veM k 



v€M k 



1 1 

hAM p ) + ^J2^+î E iog^,,(HP). 

n=0 d£J14 



Donc d'après la Proposition 13. 2 1 |5" — /i^/dI es t borné. Dans un deuxième temps, en utilisant 
la formule du produit on obtient, pour tous P et [2]P hors du support de T> : 

S([2]P) = i £ WIW = ] E (&>AP) + <f(P))) = 4 w- 

v£M k v£M k 

On peut conclure de ces deux faits et du Théorème 12.11 que S(P) = hA,v{P) pour tout 
point P tel que [2] (P) n \V\ = 0, il suffit en effet de regarder \h A p([2 n ]P) - 5"([2 n ]P)| < C 
pour tout entier naturel n, qui implique \hA,v(P) — S(P)\ < ^ — > lorsque n — » +oo. □ 

Remarque 3.4. Il faut s'assurer pour la suite qu'il existe au moins un point P tel que Op] (-P)n 
\D\ =0. // suffit, au vu des propriétés de notre plongement thêta, de choisir un point d'ordre 
3 hors du support du diviseur, car alors tous ses itérés le seront aussi. Pour s'assurer qu'il 
existe au moins un point d'ordre 3 hors du support, il suffit de remarquer que [3]*L = L® 9 
est engendré par ses sections globales, car L est ample. La section définissant le support de T> 
ne peut donc avoir tous les points d'ordre 3 comme zéros ou pôles, sinon [3]*L ne serait pas 
engendré par ses sections (on aurait des points bases d'ordre 3). 



4 Normalisation par la formule clef 

Soit (A, L) une variété abélienne principalement polarisée et définie sur k un corps de 
nombres, tt: A — > Spec(Ofc) le modèle de Néron de A et C le fibré hermitien sur A corres- 
pondant à L. Le fibré C sera cubiste et la métrique à courbure invariante par translation. On 
rappelle ici quelques notions de l'article |Pazl2] , 

Soit r un système de représentants de A r 2/A r , le quotient des points de rétorsion par le 
groupe des points de r-torsion. Notons T = (7r^£) r la somme directe de r 2g copies de 7r*£, 
indexée par T. Le sous-schéma Bjr des points bases du système linéaire T de sections de C® r 
est défini comme le sous-schéma fermé de A dont le faisceau d'idéaux Iq t est tel que l'image 
de l'application canonique ir *T — y £® r soit I BT .C® r . 

Comme Bjr ne coupe pas la fibre générique Ak, pour toute section P de tt, le sous-schéma 
P*Bjr de Spec(Ofc) est un diviseur. On notera : 

Définition 4.1. 

P*B T = Y. M£® r \F,P)p. (4) 
p premier 
deO k , 
pfoo 

Les /3p sont des entiers positifs presque-tous nuls. Le fibré T varie avec le fibré C 
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Définition 4.2. Soit (A,L) une variété abélienne principalement polarisée sur un corps de 
nombres k, de dimension g, avec L symétrique et ample. Soit P un point de A{OjA et a: K 
C un plongement complexe. Soit T a un point de l'espace de Siegel & g tel que : 

Ar(C)~CV(Z 9 + r a Z») (5) 

comme variétés abéliennes principalement polarisées, et soit z S C 9 tel que [z] S C 9 /(Z 9 +T a Z 9 ) 
soit l'image de P a par l'application Alors on pose : 

(6) 




2 



où on a noté Z r {r a ) l'ensemble ^(Z 9 + r (T Z 5 )/(Z 51 + r^Z 9 ) et où on utilise 

||0||(t, z) =det(Imr)ï exp(-7r* Imz(Imr) -1 Imz) \6(t,z)\. 

La dépendance en T est cachée dans le choix des fonctions thêta, on trouvera plus de détails 
dans le paragraphe 4 de /PazT^/. 

Notation 4.3. Pour v une place finie associée à un premier p, on notera 

P L9 * )V (P) = f3 p (£® r2 ,P,P)log(Np). 
Pour v une place archimédienne associée à un plongement a, on notera 

(3 L0r2 /P) = (3 a (£® r2 ,T,P). 

Proposition 4.4. Soit (A, L) une variété abélienne principalement polarisée sur un corps de 
nombres k, de dimension g, semi-stable, avec L symétrique et ample. Pour toute section P de 
ir: A — > Spec(Ofc), on a : 

h ALS)r 2(P) = h ALS)r 2(P) - -h F {A) + - P L <$ri tV {P) 

v£M k 



011 



Pt% t i est défini par \4-3^ . 



Démonstration. La preuve de cette proposition est donnée dans [Pazl2j, au lemme 5.2, modulo 
le changement de normalisation pour les métriques hermitiennes dans le calcul de la hauteur 
de Faltings. □ 



5 Décomposition de la hauteur de Faltings 

On démontre ici le Théorème 11,11 

Démonstration. On combine les égalités de l'énoncé 13.31 et de la proposition 14,41 avec r = 4. 
Les choix de plongement et de niveau r = 4 effectués rendent compatibles les deux approches 
d'étude de la hauteur globale canonique et fournissent en particulier la formule : 

h F (A) = h A>L me(P) + ^Y, h^,ÂP) ~ \ Y, ^A P ) 

v€M k v£M k 
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valable pour tout P tel que Om{P) D \T>\ = 0. Or on a défini \t>,v{P) = ^v,v(P) + fJ-v,v(P) 
il suffit donc d'utiliser /£^£®i6 (P) = 4 \v,v{P) pour aboutir à la formule annoncée. 

Reste à montrer que /3l®is V (P) — Hl® 16 v(P) es ^ un nombre indépendant du choix de P, et 
est en particulier calculable même si l'un de ses itérés tombe sur le diviseur T>. On peut pour 
cela utiliser le Théorème 2.2 page 290 de |Zha95j : si / : A — > A est un morphisme surjectif 
vérifiant qu'il existe un entier n > 1 et un isomorphisme <ï> : C® n -4 f*C, alors il y a unicité 
de la métrique sur C vérifiant ||.||q = $*/*||-||o- Avec le choix / = [2] dans la construction de 
fi L ®ie :V on obtient une métrique hermitienne cubiste sur C à courbure invariante par transla- 
tion. Or c'est précisément le choix fait pour construire (3 L ®-i6^ v . Il en résulte que la différence 
est constante et la constante reflète la normalisation choisie pour exprimer les formes de du- 
plication sur la variété abélienne. 

Preuve des propriétés 

1. Les calculs précédents donnent directement l'égalité a v (A,T>) = 2(/3 i ®i6 V (P) — {jld )V {P)). 

2. Pour v une place archimédienne on a : 

o„(4,2?) = -log|2§ Yl \\Of(TaAz + e) ] -2^ i ^ r IogE L8 iB, w ([2 B ]P). 

y eg-Z 4 / n=0 

Les majorations classiques du module des fonctions thêta fournissent — log ||^||(4z + e) 3> 
TrflmT,,), quant à la série, on utilise l'estimation de la Proposition 13.21 pour obtenir 
— log E L me V (P) 3> — log 11016(0)11^ 3> Tr^mTu), d'où l'asymptotique a v (A,V) — > +oo 
lorsque \t v \ — > +oo. 

3. Pour v une place finie on a : 

+oo 

a v (A, V) = 2/3 p (£® 16 , P, P) log(iVp) - 2 £ log E L ® ls>v ([2 n ]P). 

n=0 

Par la même estimation de la Proposition 13.21 on sait que la série ne contribue qu'aux 
places finies divisant 2©i6(0). Comme les termes /3 p sont presque-tous nuls, on déduit 
qu'il n'y a qu'un nombre fini de places pour lequelles a v (A,T>) ^ 0. 

4. On sait montrer d'après la Proposition 5.3 de |Pazl2j l'inégalité /3 p (C m6 ,P,P) > et 
l'estimation 

i^/3 p (£^ 16 ,P,P)log(iVp) < |l6^1ogl6. 
p 

Il suffit de croiser cette information avec la Proposition 13.21 

5. La décomposition obtenue est donc constituée d'une somme de contributions locales se 
comportant comme log ||Oi6(0)||«, et d'une somme de contributions locales positives ou 
nulles (au moins asymptotiquement). C'est à rapprocher du résultat d'Autissier |Aut06| . 
qui obtient h(Q), la hauteur du diviseur thêta, là où nous obtenons une quantité proche 
de /i(©i6(0)). On comprend ici que les composantes locales doivent dépendre du choix 
du diviseur. 

6. La positivité globale est une conséquence directe de l'inégalité de Bost, comme expliqué 
dans l'introduction. 

□ 
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Calcul explicite en dimension 1 

Voici une manière d'expliciter un calcul local aux places archimédiennes dans le cas de 
la dimension 1, afin de donner un éclairage sur le Théorème 11.11 Le choix des formes de 
multiplication par [2] varie très légèrement par rapport au formalisme exposé plus haut, mais 
la construction est équivalente. Fixons donc v une place archimédienne et notons r = r v . On 
utilise implicitement le diviseur T> = [4]*(0). 

Tout d'abord lorsque g = 1 et r = 4, on peut écrire : 

j g t) (P)=~log(23 Y, \\0\\ 2 {rAz + e)\=-\ogB(z) } 

\ eeZ 4 (r) ) 



où on note : 



/ 1 327r(Imz)' s ^ — . 

B{z) = (2Imr)2e w~ \9{r,Az + e) 

D'un autre côté, on peut reprendre les formules de duplication des fonctions thêta pour 
calculer [i v (P). Introduisons les formules suivantes, en suivant [WhWa90j page 464 (en chan- 
geant z en Z7T par rapport à leurs notations). On note q = e 2l7TT et 



ri6Z neZ 

9 3 (z,q) = Y j q n \ 2nmz B 4 (z,q) = ^(-l) B /e 2 ». 



Notons alors 9i = 9i(0,q) pour tout i entre 1 et 4. Alors on a QWhWa90j page 488), en 
omettant de noter q pour la lisibilité des formules : 

e x {2z) = ^ 6i(z)h(z)e a (z)0t(z) e 2 {2z) = (9 2 (z) 2 9 i (z) 2 - 9 1 {z) 2 9 3 {zf) 

d 3 (2z) = ^ {9 l {zf + 9 3 {zf) 9 4 (2z) = ^ {9 3 {zf - 9 2 (zf) 

On a alors 

W)- ^ 4n+1 iog || . ( 2Mz)||4 ■ 

On va à présent expliciter cette somme. Tout d'abord en tenant compte de la normalisation 
d2|) on peut choisir les expressions : 

G x {z) = 2 [9 1 (z)9 2 (z)9 3 (z)9 i (z)) G 2 {z) = | {9 2 (z) 2 9 4 (z) 2 - 9 l {z) 2 9 3 {z) 2 ) 
G 3 (z) = e -f (9^ + 9 3 (zf) G A {z) = e -f {9 3 {zf - 9 2 {zf) 
On a ainsi la relation G\{z) = (9 2 9 3 94) 9 x (2z). Ceci donne donc : 
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n=0 11 n n=0 n=0 

et ainsi 

fl v (P) = 1 log ||02M4|| "log ||0i(4z)||. 

On déduit : 

p v (P)-fi v (P) = -logB(z) - ^ log || 2 3 4 || + log ||^(4s)|| = -|log|6» 2 ^4| - ilog(2Imr), 
et ainsi 

2(A,(P) -^(P)) = -^log|0 2 ^4| 8 - ilog(2Imr). 

Ce terme est donc bien égal à la contribution — ^ log(| A(r)| (2 Im r) 6 ) attendue, qu'on 
peut retrouver dans l'article de Silverman concernant les hauteurs sur courbes elliptiques dans 
le livre |CoSi86] page 254. 

6 Hauteur de Faltings d'une jacobienne hyperelliptique 

On s'intéresse dans cette partie aux jacobiennes de courbes hyperelliptiques. On donne 
une formule explicite pour la hauteur de Faltings d'une telle jacobienne A, généralisant ainsi 
la démarche de K. Ueno présentée dans |Uen88j pour la dimension 2. Dans toute la suite k 
désigne un corps de nombres, Oj~ son anneau d'entiers et on note 5 = Spec(Ofc). Soient C/k 
une courbe hyperelliptique et A = Je sa jacobienne. 

Équations de Weierstrass et discriminants 

Soient g > 2 et k un corps de nombres. Une équation de Weierstrass (P) pour une courbe 
hyperelliptique (C) est une équation du type : 

(P) : y 2 + Q(x)y = P(x), 

avec P et Q des polynômes à coefficients dans k tels que degQ < g et degP = 2g + 1, P 
unitaire. Une telle équation est unique modulo les changements de variables du type : 

{x = u 2 x' + r 
y = U 2 9+ly> + t ( x 'j 

avec u G k*, r G k et t un polynôme à coefficients dans k de degré inférieur ou égal à g 
(voir proposition 1.2 page 730 de |Loc94j). 

On définit alors le discriminant d'une équation (P) en posant : 

A E = 2 A 9 dise (p{x) + X - Q(x) 2 

Lorsqu'on passe d'une équation E à une équation E' par le changement de coordonnées 
(*) on obtient la relation A E = u^i^d + 1 )a e >- 



^(2" +1 4z))|| 
ll^(2Mz)|| 4 
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Proposition 6.1. Le disciminant Ae d'une équation entière est un polynôme à coefficients 
entiers. Il vérifie la propriété : 

E est singulière si et seulement si Ae = 0. 

Démonstration. On se réfère ici à l'article |Loc94] , 

□ 



Discriminant minimal 

Soit v une place finie du corps k. Parmi tous les modèles hyperelliptiques entiers sur O v de 
(C, Pq), on peut en trouver un qui minimise la quantité v{A). On appelle alors discriminant 
minimal local l'idéal p v ( Av \ Le discriminant minimal de la courbe C (munie du point Pq) sera 
alors le produit des discriminants minimaux locaux : 

a ■ ,u = TT t) v{Av) 

Une équation hyperelliptique dont le discriminant est le discriminant minimal global sera 
appelée équation minimale globale. Il est parfois possible d'en trouver une, par exemple dans 
le cas où l'anneau des entiers de k est principal. On pourra se reporter à la proposition 2.8 de 
|Loc94| ou à la proposition 2 de [Liu96]. On notera dans la suite A m i n pour le discriminant 
minimal, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le corps. 



Formes différentielles 

Soit C une courbe hyperelliptique donnée par un modèle de Weierstrass E. On peut alors 
exhiber une base de H°(C, Qç^ k ), donnée par les formes : 

x t ~ 1 dx 
2y + q(x) 

Considérons alors la g-forme a = UJ\ A... Au g . On vérifie que lorsqu'on change de coordon- 
nées en utilisant (*) dans le modèle de Weierstrass pour passer de E à E' on obtient la relation 
a = u~ 9 a'. Ceci va nous permettre de trouver une g- forme différentielle r/ ne dépendant pas 
du modèle de Weierstrass. On va chercher r\ de la forme : 

ï] = A e (uji A ... A Wg)^, avec a, b G Z. 

Un changement de modèle de E vers E' de la forme (*) conduit alors à : 

rj = u 4 9( 2 9 + l)a - g\>. 

On fait le choix a = g et b = 4(2g + 1) et on obtient : 

Proposition 6.2. La g-forme ï] = A^ (u!\ A ... A ujg)® 4 ^9 est indépendante du modèle 
de Weierstrass E choisi. 



On va donc utiliser la section 77 pour calculer la hauteur de Faltings exprimée comme en 
(12.2p . On a besoin pour cela du résultat de la proposition suivante. On commence par définir : 
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Définition 6.3. Soient k un corps de nombres et C/k une courbe algébrique lisse définie sur 
k et de genre g. On note p : C — > S un modèle entier sur S = Spec(Ofc) semi-stable de la 
courbe C . On appelle hauteur de Faltings de C/k la quantité : 

MC) = [fc 1 Q] deg(detp,a; c/s ), 

■g 2 

où le choix de métriques hermitiennes est \\a\\y = T^pâ / et A a. 

On remarquera qu'il s'agit bien de la hauteur stable car on prend un modèle semi-stable 
de C. 

Proposition 6.4. Soient k un corps de nombres et C/k une courbe algébrique lisse. On a 
alors : 

h F (J c ) = h F (C). 

Démonstration. Notons S = SpecO^ et soit p : C — > S un modèle entier semi-stable de la 
courbe C, de section neutre e. On considère A = Pic^/g. On a alors : 

hie(A) ~ R^Oc- 

De plus par dualité de Grothendieck (on pourra consulter le paragraphe 6.4.3 page 243 de 
[Liu02| ) : 

(i?VOc) v ~ P*^c/S- 

On calcule alors : 

£ * n A/s - Lie(A) v ~ p*uj c/s , 

d'où : 

et cet isomorphisme est une isométrie d'après le 4.15 de l'exposé II de |SPA| . Il suffit alors de 
prendre le degré d'Arakelov de chaque côté pour obtenir la proposition. □ 



Partie non-archimédienne 

On garde les notations des paragraphes précédents. La section 77 correspond au choix de 
section A fait dans |Kau99| . Dans cet article, Kausz analyse les contributions en chaque place 
finie et il est important de souligner qu'on obtient pas exactement le discriminant minimal, 
contrairement au cas des courbes elliptiques. En effet il existe des courbes hyperelliptiques 
telles que pour tout choix de modèle y 2 = F(x), on ait ord^(a;i A ... A uj g ) < 0. 

Cependant en reprenant les calculs (voir par exemple l'équation (1) de la preuve de la 
proposition 5.5 page 57 de loc.cit.) on peut déduire que pour toute place finie v il existe un 
entier e v G N dépendant du modèle hyperelliptique et tel que : 

ord„(ï?) = fiford t) (A min ) - (8g + 4)e„. 

La section r\ s'étend en une section globale entière sur le modèle (voir Théorème 3.1 page 
44 de [Kau99j), on a ainsi ord^fy) > 0. On a donc : 
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Proposition 6.5. La contribution non-archimédienne hyperelliptique vaut : 

log ( Caid(det p*u} C /s/v£>k)) = g logN fc/Q (A min ) - ^ (85 + 4)e„ logN fc/Q (V). 



v\A„ 



Les entiers e v sont des nombres d'intersection entre la section n et le bord de l'espace de 
modules des courbes de genre g. Lorsque g > 1 il y a plusieurs cas de figure : on peut rencontrer 
le produit d'une courbe de genre g — i et d'une courbe de genre i, pour tout i G {1, g — 1}. 
Notons qu'en combinant avec l'article de Maugeais [Mau03j, on peut supprimer l'hypothèse 
de bonne réduction en 2 faite dans |Kau99| . 



Partie archimédienne 



On se base ici sur les travaux de P. Lockhart [Loc94j, dont les calculs s'appuient en bonne 
partie sur |Mum84j . 

Tout d'abord pour m E ^I? 9 on pose : 

<Pm(r) = e m {0,T) 8 , 

où 6 m (z,T) est la fonction thêta de caractéristique m associée au réseau de dimension g dont 
la définition est rappelée en [2] 

Si S est un sous-ensemble de {1, 2, 2g + 1} on définit alors m s = mj G -I? 9 avec : 



m 2 i-i 



<(0 ... i ... 0) 



V2 



3 



0) 



i < i < g + i 



m 2 i 



f (0 



ta 

V2 



i 



i i 

2 ••• 2 2 u 



0) 
0) 



i<i<g, 



où le coefficient non nul de la première ligne est en i-ème position. Soit alors T la collection 
des sous-ensembles de {1, 2g + 1} de cardinal g + 1. Soit U = {1, 3, 2g + 1} et notons o 
l'opérateur de différence symétrique. On définit alors : 



<p(r) 



n ^tou < 

Ter 



On pose enfin r = et n = = 2g +i r - O n a alors la proposition suivante dont la 

preuve figure dans |Loc94] : 

Proposition 6.6. (Lockhart) Soient C/C une courbe hyperelliptique et P G C(C). Soit E 
un modèle de Weierstrass de (C,P). On uniformise Jc(C) ~ C 9 /Ae avec le réseau Ae = 
Çl{L 9 + VL2^ 9 et te = fiT/ 1 ^- Soit V(Ae) le covolume du réseau Ae dans C 9 . Alors la quantité 
| Ae|^(A^;) 4+ 9 ne dépend pas du choix de E et on a : 



\A E \V(A E 



2 4 VW|^( T £)|det(ImT £ ) 2 'y . 
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Nous allons ainsi pouvoir calculer la contribution archimédienne à la hauteur de Faltings 
(voir |deJo07| pour un calcul similaire) : 

Proposition 6.7. Soient C/k une courbe de genre g donnée dans un modèle hyperelliptique 
E de discriminant A E et uji = 2 y + q (x) > * = 1> — >#> une ^ ase ^ es f ormes différentielles sur C . 
Soit v G M£°. Soit tj = A B E (u! A ... A w s )® 8 9+ 4 . ^/ors on a : 

log |H|„ = log (2~ 4 ^ + 3)(| y ,( ri; )| det(ImT £ ) 2 ^ 

Démonstration. Il suffit de calculer : 

,- 9 2 (8 9 +4) 



l^l 29 (i^i) ^ (c) ^ A ... A u , A ^ A ... A ^ 
2- 8 ^^(\ip(T E )\det(lmT E ) 2r )^. 



89+4 



Preuve du Théorème 11.21 



□ 



Démonstration. On déduit la preuve du théorème en mettant bout à bout les calculs des deux 
paragraphes précédents, rassemblés dans les propositions 16.51 et 16.71 

□ 



7 Annexe par P. Philippon et S. David 

Corrigendum à : Minorations des hauteurs normalisées des sous-variétés 

de variétés abeliennes II 

Sinnou DAVID & Patrice PHILIPPON 

Une erreur s'est glissée dans la preuve du lemme 6.7 (lemme matriciel) et du corollaire 
6.9 de l'appendice de |DaPh02] . Nous présentons ici une version corrigée de ces énoncés, 
les constantes numériques y sont changées. Nous indiquons d'emblée que ces changements 
n'altèrent pas les autres énoncés de loc. cit.. En effet, le lemme 6.7 n'est invoqué que pour 
établir le lemme suivant 6.8 et le corollaire 6.9 et c'est au lemme 6.8 qu'il est fait appel dans le 
texte. Or, la preuve du lemme 6.8 utilise en réalité une version faible de l'inégalité du lemme 
6.7, dont la véracité est confirmée et que nous avons détachée dans l'énoncé 17. Il de la version 
corrigée ci-dessous. 

Nous remercions Pascal Autissier et Fabien Pazuki de nous avoir signalé cette erreur. Le 
lecteur pourra se reporter à [Autll] pour une version presque optimale du lemme matriciel ; en 
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effet le seul terme susceptible d'être amélioré est le terme additif ne dépendant que de g. Pour 
une version accessible de la comparaison entre la hauteur thêta et la hauteur différentielle, le 
lecteur pourra consulter [Pazl2j. 

Nous reprenons ici les mêmes conventions et notations que dans le texte initial. En par- 
ticulier, pour tout élément r de l'espace de SlEGEL <5 g nous notons k T le corps de définition 
de l'origine de A T , c'est-à-dire du point de coordonnées projectives (9 p (t, 0)) p€ 2 2 - Rappelons 
enfin que, selon la notation 3.2 de |DaPh02] . h(A) désigne la hauteur projective de l'origine de 
A dans le plongement induit par la puissance 16-ième de la polarisation principale implicite 
dans le choix de r. 

Lemme 7.1. Soit r un élément de <5 g tel que k T soit contenu dans un corps de nombres k, 
de degré d sur Q. Soit a un plongement complexe de k et t(g) un élément de G g satisfaisant 
A° = A T r a \. Soit enfin t'(o~) un représentant de t(<t) dans F g et y'(cr) la partie imaginaire de 
t'(o~). Alors pour tout plongement a on a : 

^\\y'(cT)\\<dh(A) + 2g 2 log(4g) . 



De plus, 



|j£lll/V)ll <^HA) + 2g 2 log(4g) 



Démonstration. Quitte à faire une extension de k, on peut supposer que t'(cx) = t(ct) ; c'est ce 
que nous ferons. Soit donc a un plongement complexe de k, choisissons des indices p(o~),q(o~) G 
Z 2 tels que |#p(<7)(t(o"), 0)| soit minimal, non nul, tandis que |^ç(o-)(t(o"), 0)| est maximal. En 
tenant compte des lemmes 6.5 et 6.6 de [DaPh02j on a 



7T , 



\e q{a) (T(a),0)\ > 1 et ^ \9 p{a) (T{a),Q)\ < e xp(—-\\y' (a 



(7) 



Maintenant, pour p E Z 2 nous notons I(p) l'ensemble des plongements tels que p(o~) = p. La 
définition de la hauteur de Weil nous assure alors que : 



a£l(p) 



— log max 



0,(r(<7),O) 



< 



— log max < 
d^ % e2 |\ 



(r(a),0) 



(8) 



car 



e,(r( g ),Q) 



e p (r(a),0) a \e p (r,0) 

pour tout plongement a : 



< h wcm( ,(A T ) = h{A) , 
q ( T ' ' ' pour tous les plongements a. On déduit en particulier de (|7J) et ([SJ) 



7T 



-|| 2 /'((7)||-2 5 2 log(4 5 )<log 

ce qui démontre la première inégalité du lemme. 
Par ailleurs, il suit de © : 



W r ( CT )>°) 



9 p(<t) (t(<7),0) 



<dh(A) , 



9 p(CT) (r(a),0) 



WWW - 2 5 2 log(4 5 ) • 
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Ainsi, le principe des tiroirs combiné à cette dernière inégalité montre qu'il existe un élément 
p G Z\ tel que 



Card(£ 2 2 ; 
d 



<76/(p) 



> 



3? b 

> -Y\\y'( 



a)\\-2g 2 log(4g) 



(9) 



Reportant fëfy dans ([5]) et observant Card(i?|) 
lemme 17.11 qui est donc complètement démontré. 



4 g , on aboutit à la seconde inégalité du 

□ 



On notera que si l'on tient compte du Théorème 1.1 de |Bo-Da| . voir |Pazl2| . Théorème 1.1, 
on déduit immédiatement du lemme I7TT1 et du lemme 6.4(i) de |DaPh02| le corollaire suivant : 

Corollaire 1. Soit A une variété abelienne de dimension g, principalement polarisée, définie 
sur un corps de nombres k sur lequel elle admet une réduction semi-stable, et soit Iif(A) sa 
hauteur de Faltings. Alors : 



h(A) - h F (A) 



< |log(max{l;/ l (A)}) + < 7 4^ 
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